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Аннотация: Теория меры играет важную роль в теории субгармонических 

и  -субгармонических функций. Классические свойства меры были 

представлены во многих монографиях, например в [1]. Известно, что 

Всякая вещественная мера можно представлена во виде Хана и Жордана.  

В статье представляется усиление варианта Хана и Жордана. 
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из этих работ. 
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Abstract: Measure theory plays an important role in the theory of subharmonic 

and  -subharmonic functions. The classical properties of a measure have been 

presented in many monographs, for example, in [1]. It is known that any real 

measure can be represented in the form of Hahn and Jordan. In the article we 

sharpen Hahn’s and Jordan’s variant. The results of our article allow us to 

simplify the constructions from these articles somewhat. 
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       Сначала вводим некоторые определения и результаты из теории 

интеграла и меры.  Пусть в ℝ0
𝑛 определена вещественная борелевская мера 

 ,  𝐸 ⊂ ℝ0
𝑛 – борелевское множество. Ограничением(сужением) меры   на 

множество E  называется мера E , которая определяется формулой 

   E A A E   для любого борелевского множества 𝐴 ⊂ ℝ0
𝑛. 

       Если  E , то говорим, что мера   сосредоточена на множестве E . 

       Носителем меры   (обозначение supp ) называется наименьшее 

замкнутое множество, на котором сосредоточена мера. 

       Меры 1  и 2  называются взаимно сингулярным, если они 

сосредоточены на непересекающихся борелевских множествах 1E  и 2E . 

       Сформулируем следующие известные теоремы,    

       Теорема Жордана. Всякая вещественная мера однозначно 

представляется в виде    , где   и 
  – взаимно сингулярные 

положительные меры.  

Мера  называется положительной составляющей меры  .    

Мера  называется отрицательной составляющей меры  . 

        Теорема Хана. Для любой вещественной меры   в области G  

существует разложение G на два непересекающихся множества 1G  и 2G , 

причем   0E  при 1GЕ  ;    0E  при 2GЕ  .Хотя разложение 1 2G G G  
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не единственно, но меры  и
 определяемые формулами   

   1E E G   ,    2E E G    не зависят от выбора 1G  и 2G . 

        Из этих теорем следует, что если   – вещественная борелевская мера 

на ℝ0
𝑛, то существует борелевские множества 1E  и 2E  такие, что 

1) 
0 1 2

nR Е Е ,     2) 1 2Е Е  ,    3)
21

, ЕЕ    . 

         Две меры 1,  M  называются эквивалентными, если выполняется 

равенство    Е Е    для любых борелевских множеств Е , указанного 

выше вида. 

            Теорема.   Всякий элемент 1M  эквивалентен разности 21   , 

где где 1  и 
2  – положительные взаимно сингулярные локально конечные 

борелевские  меры на ℝ0
𝑛. Причем 1  и 

2  определяются однозначно. 

           Доказательство.  

          Вначале докажем однозначность. Пусть существует 43,21 ,,,   

такие, что 4321   , где 1  и 
2  – положительные взаимно 

сингулярные меры, также как 3  и 
4 . Пусть 𝐾 ⊂ ℝ0

𝑛 – произвольный 

компакт, а 4321
~,~,~,~  – ограничения мер 43,21 ,,,   на компакт К . Имеем 

4321
~~~~   . Пусть 1А  и 2А  такие множества, что 1 2 1 2, nА А А А  , 

мера 1  сосредоточена на 1А , а мера 
2  сосредоточена на 2А . 

           Пусть 1АЕ  . Тогда      ЕЕЕ 341
~~~   ,    ЕЕ 31

~~   . Если 2АЕ  , то 

   ЕЕ 31
~~0   . Из этого следует, что 31

~~   . Аналогично получаем 31
~~   . 

Поэтому 31
~~   . Отсюда следует, что 31   , а следовательно, и 42   . 

Однозначность доказана. 

          Теперь докажем первое утверждение теоремы. По условию 1 2    , 

где 21,  – вещественные локально конечные борелевские меры на ℝ0
𝑛. 

Пусть 1, 2, ,m m m     2,3,...,m   где  mm ,2,1 ,  – ограничения мер  21,  на 
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компакт    








m
CmB

1
,0\,0 . Отметим, что если mk  , то мера k  есть 

ограничение меры  m  на     








k
CkB

1
,0\,0 . Пусть    

0 1 2

m mnR А A                      (1) 

есть разложение Хана для меры m . Тогда при mk   имеем 

         0
1

,0\,011
1



















k
CkBAEAEE mm

kAk m   . 

Аналогично   0
2

mAk . Поэтому (3.1) есть также разложение Хана для меры 

k . Далее находим, что  

 
 

             EAECkBAEE k

m

kk

m

m

k
CkB

m 























 1

1

11
,0\,0

),0(\,0  .           (2)                   

     Это означает, что ограничение меры  m 
 на  

1
0, \ 0,

k
B k C

 
 
 

 есть  k 
. 

     Пусть теперь 
0

nE   –  произвольное борелевское множество. Из (2) 

следует, что при mk   выполняется неравенство        EE km 
  . Таким 

образом, последовательность    Em 
  возрастает, также как и 

последовательность    Em 
 . Определим на борелевских множествах 

𝐸 ⊂ ℝ0
𝑛 следующие функции множеств 

                             EE m
m




  lim1 ,        EE m
m




  lim2 .   

Эти функции положительны.  

            Пусть iE  – дизъюнктная последовательность борелевских множеств 







1i

iEE . Имеем          











1

1 limlim
i

im
m

m
m

EEE  . 

Так как      iim EE 1 


, то справедливо неравенство    
i

i

EE 





1

11  . 

С другой стороны          






k

i

i

k

i

im
m

EEE
1

1

1

1 lim  . Теперь легко вывести, 

что    





1

11

i

iEE  . Таким образом 1  –  положительная борелевская мера. 
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Если 𝐸 ⊂ ℝ0
𝑛 является компактом , то последовательность    Em 

  является 

стабилизирующейся. Поэтому мера 1  локально конечная. Аналогично 

доказывается, что 2  – положительная локально конечная борелевская 

мера.  

            Если борелевское множество Е  такое, что 𝐸 ⊂ ℝ0
𝑛 – компакт, то для 

достаточно больших n  имеем                EEEEEE mmm  
21 . 

Тем самым элемент  эквивалентен 21   .  Обозначим через 

      

















2

1
,0\2,0ˆ 2

1

2

1 CBAA  ,       














































1

1
,0\1,0\

1
,0\,0ˆ

11
m

CmB
m

CmBAA mm 

, 2m ,   





2

11
ˆ

m

nAA , 

      

















2

1
,0\2,0ˆ 2

2

2

2 CBAA  ,       














































1

1
,0\1,0\

1
,0\,0ˆ

22
m

CmB
m

CmBAA mm 

, 2m ,   





2

22
ˆ

m

nAA .  Выполняются соотношения 𝐴1 ∪ 𝐴2 = ℝ0
𝑛, 1 2A A  . 

         Пусть E  – борелевское множество,  2

1
0, \ 0,E A B k C

k

  
   

  
. 

 Имеем  

          






























k

i

i

k

k

kk
k

AEAEEE
1

111
ˆlim   

     



k

i

i

i

k

i

i

k AEAE
1

1

2

1
ˆˆ   . 

Из соотношений  
1 1 1 2
ˆ ˆ,

m nE A A E A A   следует, что    1 1
ˆ , 0

m
E A E  . Из 

сказанного следует, что ограничение меры 1  на множество 1A  есть 

ненулевая мера и, значит, мера 1 сосредоточена на множестве 1A . 

Аналогично доказывается, что мера 2 сосредоточена на 2A . Поэтому меры 

1  и 2  взаимно сингулярны. Теорема доказана. 

 

 


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